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Presentaci en.

Con la transicien administrativa que hubo en la entidad, se llega a dilucidar
que OLa misin de la Secretarda de Educa@n de Veracruz es coordinar su
poldtica educativa y organizar su sistema educativo en tods sus niveles y
modalidades, a partir de los terminos que establece la Constitucien Pokdtica de
la entidad y las leyes aplicables. Asimismo, desarrollar, supervisar y coordinar
programas educativos, cientdbcos y deportivos, a Pn de proover, fomentar y
procurar el progreso y bienestar de los veracruzanosO.

Su visien Oes poseer un sistema educativo de calidad que opere con ape-
go estricto al marco normativo que lo rige; que sea incluyente, tolerante y
abierto a la participacien social, democratica y transparente; respete la diver-
sidad cultural y constituya una va leg®dtima de movilidasiocial y garante de
convivencia armenica, as® como una herramienta ebcaz para el crecimiento y
desarrollo sostenible en benebcio de la sociedad veracruzanaO (Gaceta Obcial
del Estado, N«m. Ext. 240, 2017).

Por su parte, la Subsecretar®a de Educa@n Basica Oes una unidad admi-
nistrativa de la Secretar©a de Educaan de Veracruz, que tiene como propesi-
to planear, programar, organizar, dirigir y evaluar las actividades, programas y
servicios educativos, para ofrecer educacien basica a los veracruzanos, con
calidad, equidad y pertinenciaO (SEV, s/f).

Aunado a lo anterior, la Subsecretar®a de Educa®n Basica, tiene como
objetivo atender la capacitacien y actualizacien de los docentes en servicio,
que coadyuve a elevar la calidad del aprendizaje de los estudiantes.

Por tal motivo, se ha creado el proyecto OMatematicas para tod@sO , con
el objetivo de incentivar la calidad de la enseranza de las matematicas en
secundaria, a traves de la capacitacien y colaboracien de los profesores, apli-
cando el enfoque de enseranza plasmado en el programa de la asignatura y
en un entorno de aprendizaje que incluya la participacien activa de la comu-
nidad educativa de Veracruz.

Sus principios se fundamentan en el decreto emitido en el Diario Obcial de
la Federacien el 15 de mayo de 2019 y son:

Reconocer al magisterio como ente principal de la transformacien educa-
tiva en la sociedad veracruzana.

Respetar el derecho de los docentes, garantizandoles una constante ac-
tualizacien de sus procesos pedagegicos y fortaleciendo sus conocimientos.

Reforzar el trabajo con docentes, a traves de la formacien permanente,
capacitacien y actualizacien, retroalimentadas por evaluaciones diagnesticas,
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2 Presentacien

para cumplir los objetivos y propesitos del sistema educativo nacional.

Como parte de la Supremac®da de los Derechos Humanos, el progama
Matematicas para tod@s basa sus acciones en promover, respetar, proteger
y garantizar la prerrogativa en materia de educacien, y a la luz de la reforma
constitucional del art©culo 3 (La nueva escuela mexicana) , indica que en
los planes y programas de estudio se va a ponderar la enseranza de las
matematicas.

El proyecto ofrecie dentro de sus primeras acciones el curso Olnducasn al
Pensamiento MatematicoO en convenio con la Facultad de Matenaticas de la
Universidad Veracruzana (UV), diserado para fortalecer el conocimiento dis-
ciplinar de las matematicas en los docentes de nivel secundaria que imparten
esta asignatura. El propesito original de este libro fue servir como texto de
referencia para dicho curso, el contenido est dirigido a los maestros de se-
cundaria que requieran consolidar sus conocimientos en la materia, as< como
precisar metodos de enseranza, de tal modo que les permita optimizar sus
tecnicas educativas en clase y, en consecuencia, elevar el nivel de aprendiza-
je de sus alumnos.



Introducci en.

El objetivo de este libro es presentar a las matematicas como un area del
conocimiento humano en donde se fomenta el uso de la lggica, razonamien-
to e imaginacien, particularmente en los docentes y alumnos de secundaria,
a traves de la resolucien de acertijos y problemas. Se presenta material al-
ternativo, distinto al tradicional que promueve la repeticien, mecanizacien y
memorizacien de farmulas y algoritmos, con el propesito de que el proceso
de enseranza aprendizaje resulte atractivo y que el contenido sea novedoso
y signibcativo para el estudiante.

En el Cap<«tulo 1.Debniciones y resultados basicos, se presentan las deb-
niciones de diferentes conceptos que se requiere consolidar en los docentes
de secundaria, ya que son fundamentales para la correcta resolucien de pro-
blemas matematicos. Ademas, se muestran teoremas y proposiciones de las
&reas de legica matematica, aritmetica, geometr«da, écnicas elementales de
conteo, teorda de n«meros ggebra.

Cada uno de ellos forman parte del programa de estudios de la asignatura
de matematicas en secundaria (P. y P. E. 2011 y 2017), a excepcien de la
seccian legica matematica, pero se integra como un aprendizaje fundamental
para el desarrollo del pensamiento matematico. La manera como se abordan
estos resultados es formal y axiomatica, con el bn de acercar a los docentes
a un mejor manejo de la materia.

En el Cap<tulo 2.Ejercicios de practica, se propone un listado de activida-
des con diferente grado de dibcultad, cada uno con, al menos, una propuesta
de solucien.

Cabe senalar que estos ejercicios son una contribucien colectiva de es-
pecialistas en la asighatura de matematicas y estudiantes universitarios del
estado de Veracruz.

Respecto a los ejercicios del nivel basico, se pretende que con ellos se
tenga un acercamiento a las matematicas y aplicar conocimientos elementa-
les revisados en el Cap<tulo 1.

En los ejercicios intermedios, el nivel de complejidad aumenta en relacien
al nivel basico; es necesario la aplicacien de diversas estrategias para su
solucien, tomando en cuenta algunas de las utilizadas en los ejercicios del
nivel anterior.

En los ejercicios del nivel alto se requiere no selo de diversas estrategias
y resultados, sino el manejo mas profundo de los conceptos matematicos
expuestos en el cap<tulo anterior.



4 Introduccien

En el Cap<tulo 3.Lista de problemas, se presenta un repertorio de pro-
blemas que tienen como Pnalidad poner en juego las diferentes habilidades
del pensamiento matematico, que hasta ahora el docente ha desarrollado a
traves de la adquisicien de los conceptos y la resolucien de los ejercicios pro-
puestos en los capdtulos 1y 2.

Se recomienda ref3exionar acerca del sentido de los enunciados de los
problemas, crear conjeturas, aplicarlas y en caso de que no sean adecua-
das, reformularlas; de tal manera que todo ello les conduzca a resolver el
problema. Incluso, es una oportunidad para compartir y confrontar de forma
colectiva.

En el Cap<dtulo 4. Soluciones a la lista de problemas, se presentan to-
das las soluciones a los problemas planteados en el Cap<tulo 3con la Pna-
lidad de que el lector veribque sus respuestas y enriquezca sus estrategias
al compararlas con las que estan incluidas. Las soluciones planteadas son
propuestas que pueden servir como referencia; sin embargo, con base en la
creatividad, se pueden encontrar soluciones alternativas, siempre y cuando
esten correctamente sustentadas. Los autores esperamos que el contenido
de este libro sea de utilidad para los docentes veracruzanos, y todos aquellos
que encuentren en el presente instrumento una herramienta favorable a la
ensenanza y aprendizaje en distintos momentos de su actividad educativa,
ademas de estimular en el lector el interes por el desarrollo del pensamiento
legico-matematico.



Cap<«otulo 1

DePniciones y resultados
b&sicos.

1.1. Legica matem &tica y aritm etica

1.1.1. Traducci @n de proposiciones

Podemos pensar que el propesito de la legica matematica es el de deducir
premisas verdaderas de otras que sabemos que son verdaderas. Por ejem-
plo, de las abrmaciones verdaderas Otodos los perros tienercuatro patasO y
OFirulais es un perroO podemos abrmar que OFirulais tieneattw patasO. De
premisas verdaderas no necesariamente se concluye que una premisa sea
verdadera (aunque lo sea), es necesario que las premisas obliguen a la con-
clusien; por ejemplo, las dos premisas siguientes son verdaderas: OTodos los
perros tienen cuatro patasO y Olos patos no son perrosO, peron esto no po-
demos concluir que Olos patos no tienen cuatro patasO, aunguen realidad la
gltima premisa es verdadera.

Para formalizar lo que se ha expuesto comenzaremos por introducir algu-
nos conceptos, operadores en premisas y metodos de inferencia que reforza-
remos a traves de muchos ejemplos.

Una herramienta importante para implementar el metodo deductivo es el
transformar proposiciones desarrolladas en lenguaje comun en proposiciones
escritas en un lenguaje legico matematico.

DePnicien 1. Una proposici en o premisa es una frase que aPrma o niega
algo.

De acuerdo con la debnicien, expresiones de admiracien, interrogacien e
imperativas no son proposiciones; mientras que las siguientes son algunos
ejemplos de ellas:

1. Toda ave tiene plumas. (Categerica)

2. Algunas hormigas vuelan. (Categerica)



6 Cap<tulo 1. Debniciones y resultados &sicos

8.

Si X es una tortuga, entonces x es un anbbio.

x es un libro y x es caro.

X _es mamferam x es acuatico.

No es cierto que x es una tortuga.

Para todo x, X es mamdfero

Existe x tal que x es grande.

(Condicional)
(Conjuncien)
(Disyuncien)

(Negacien)
(Cuantibcacin)

(Cuantibcacin)

En las proposiciones 3 - 8 aparecen subrayadas las componentes respec-
tivas. La primera componente de una hipotetica, o condicional , se llama
hip etesis ; la segunda, tesis. En el ejemplo 7 el cuantibcador se llama uni-
versal, pues se hace una abrmacin para todo x, mientras que en el ejemplo
8 el cuantibcador se llama existencial, pues se abrma que al@ es grande.

En los siguientes ejemplos debajo de cada proposicien categerica esta es-
crito el signibcado de sutraducci en analdtica

(a) Todo metal es pesado.
(ad) Si tenemos un objeto que es de metal, entonces dicho objt es pesado.

(b) Ning«n metal es pesado.
(bO) Si tenemos un objeto que es de metal, entonces dicho obj® no es pesa-

do.

(c) Alg«n metal es pesado.
(cO) Existe un metal que es pesado.

(d) Alg«n metal no es pesado.
(dO) Existe un metal que no es pesado.

(e) Todo cambia.
(e0) Cada cosa cambia.

Cuando comenzamos a estudiar de manera formal la legica matematica,

es importante practicar mucho hasta dominar los temas.

En la siguiente lista, debajo de cada proposicien compuesta aparece su
negacien, en terminos de las componentes:

(a) Si Juan es hijo de Concha entonces Juan sabe latdn.

(ad) Juan es hijo de Concha y Juan no sabe latdn.

(b) Pedro juega y Pablo estudia.
(bO) Pedro no juega o Pablo no estudia.
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(c) Pedro trabaja o Pablo recurre a Juan.
(cO) Pedro no trabaja y Pablo no recurre a Juan.

(d) Pedro no es arquitecto.
(dO) Pedro es arquitecto.

(e) Todo trabajador depende del jefe.
(e0) Algwn trabajador no depende del jefe.

(f) Alguien es hermano del jefe.
(fO) Nadie es hermano del jefe.

Segn la lista anterior, la negacien de una condicional es la conjuncien
de la hipetesis con la negacien de la tesis; la negacien de una conjuncien
es la disyuncien de las negaciones de sus componentes; la negacien de una
disyuncien es la conjuncien de las negaciones de sus componentes; la nega-
cien de una negacien es la aPrmacin de su componente; la negacien de una
cuantibcacin universal es la cuantibcacien existencial de la hegacien de su
componente; la negacien de una cuantibcacien existencial es la cuantibcacisn
universal de la negacien de su componente.

Podemos resumir los ejemplos anteriores en la siguiente tabla:

Proposicien | Negacien
P AP
P! Q PyAQ
P&Q AP y AQ
PyQ AP « AQ
Universal Existencial
Existencial Universal

1. 1. 2. DePniciones impldcitas

Una debPnici @ impldcita de un termino es una lista de proposiciones (propie-
dades convencionales), llamadas axiomas , que contienen al termino.

Para ejemplibcar, tomamos como debnicsn impldcita de losérminos veraz,
mitemano y normal, y adoptamos los siguientes axiomas:

1. Si una persona es veraz, y dicha persona dice que sucede tal cosa,
entonces sucede tal cosa.

2. Siuna persona es mitemano, y dicha persona dice que sucede tal cosa,
entonces no sucede tal cosa.

3. Si una persona es veraz, entonces dicha persona no es mitemano. Si
una persona es mitamano, entonces dicha persona no es normal. Si
una persona es normal, entonces dicha persona no es veraz.
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4. Una persona es veraz o dicha persona es mitemano o dicha persona es
normal.

De acuerdo con las propiedades que debnen los conceptos anteriores, ve-
raz es el que siempre dice la verdad, mitemano el que siempre miente, normal
el que no es veraz ni mitemano. Por la propiedad 3, las categoras deveraz,
mitemano y normal se excluyen mutuamente. Por la propiedad 4, dichas ca-
tegord®as se complementan entre s.

As® pues, las debniciones impkdcitas son como las adivinaas: no dicen lo
que el objeto es, sino qu& propiedades tiene. Toda debnicien implcita obliga
a interpretar los terminos de tal manera que valgan los axiomas. Por eso se
dice que los axiomas son validos por debnicisn.

Ejemplo 1. Un giro de P es cualquier frase cuya negacien coincide con la
negacien de P. A continuacien, debajo de cada axioma de 3, aparece su giro:

(a) Si Pedro es veraz entonces Pedro no es miteamano.
(aO) Si Pedro es m&mano entonces Pedro no es veraz.

(b) Si Juan es mitemano entonces Juan no es normal.
(bO) Si Juan es normal entonces Juan no es m&mano.

(c) Si Pablo es normal entonces Pablo no es veraz.
(cO) Si Pablo es veraz entonces Pablo no es normal.

Compruebe que cada una de las proposiciones anteriores tienen la misma
negacien que su giro.

Otras inferencias se basan en los silogismos hipot &ticos , que son tauto-
log«das construidas a partir de los siguientes esquemas, dade P, Q, R repre-
sentan proposiciones cualesquiera:

1. (Modus ponens )

Suponer que vale: P
y que tambien vale: P
concluimos que vale: Q

2. (Modus tollens )

Suponer que vale: P! Q,
y que tambien vale: AQ
concluimos que vale: AP.

3. (Reducci &n por casos )

Suponer que vale: P! Q,
y que tambien vale: AP ! Q
concluimos que vale: Q.



Cap<dtulo 1. Debniciones y resultados &sicos 9

4. (Reducci en por contradicci @n o al absurdo )

Suponer que vale: P! Q,
y que tambien vale: P! AQ
concluimos que vale: AP.

5. (Transitividad )

Suponer que vale: P! Q
y que tambien vale: Q! R
concluimos que vale: P! R

1.1. 3. Deducciones

Un Resultado conocido es toda proposicien cuya validez se ha demostrado
antes, 0 que es un axioma.

Una deduccien de P a partir de H es una cadena de proposiciones
P1,P2,...,Pn,

llamadas pasos, tales que P, es P, y cada paso es un resultado conocido, o
es H, o se inbere de pasos anteriores mediante alg «in resultado onocido.

Toda deduccien de P a partir de H es una demostraci en directa de la
validez de la condicional. Si H entonces P.

1.1.4. Reducci en al absurdo

El metodo de demostracien por reducci @n al absurdo , llamado tambien meto-
do indirecto , consiste en suponer lo contrario de lo que se quiere demostrar,
y deducir de ah« una contradic@n. Por ejemplo, para demostrar P, por re-
duccien al absurdo, partimos de su negacien AP, y deducimos de ella dos
proposiciones contradictorias Q y AQ. Al hacer esto queda demostrada la im-
posibilidad de AP, de donde se desprende la necesaria validez de P.

Ejemplo 2. Probar la siguiente premisa: Alex dice que Beto es mitemano.
Beto dice que Alex es veraz. Demostrar que Alex no es veraz, y que si Beto
es mitemano entonces Alex es normal.

Prueba por reduccien al absurdo de que Alex no es veraz.

1. Alex es veraz. A
2. Alex dice que Beto es mitamano. Dato
3. Beto es mitemano. 1D)(2)
4. Beto dice que Alex es veraz. Dato

5. Alex no es veraz. (3)(4)



10 Cap<tulo 1. Debniciones y resultados &sicos

Contradiccien: (1) y (5).

Prueba por reduccien al absurdo de que si Beto es mitemano, entonces Alex
es normal.

1. Beto es mitemano y Alex no es normal. A
2. Beto es mitemano. (1)
3. Beto dice que Alex es veraz. Dato
4. Alex no es veraz. (2)(3)
5. Alex no es normal. (1)
6. Alex es mitemano. 4)(5)
7. Alex dice que Beto es mitemano. Dato
8. Beto no es mitemano. (6)(7)

Contradiccien: (2) y (8).

1.1.5. Demostraciones directas

Todas las proposiciones sobre veraces y mitemanos, que hemos demostrado
por reduccien al absurdo, se pueden demostrar tambien de manera directa.
Dejamos como ejercicio trabajar los ejemplos y ejercicios de la seccien ante-
rior y desarrollamos otro par de ejemplos.

Ejemplo 3. Con el bn de ejemplibcar una demostracen directa probemos
la siguiente premisa.

Si ning«n socio de Juan fuma y Pedro es socio de Juan, entonces Pedro
no fuma.
Demostracien:

1. Ning«n socio de Juan fuma y Pedro es socio de Juan. Hpt.
2. Ning«n socio de Juan fuma. (1)
3. Siuna persona es socio de Juan, entonces dicha persona no fuma. (2)
4. Si Pedro es socio de Juan, entonces Pedro no fuma. 3)
5. Pedro es socio de Juan. (1)
6. Pedro no fuma. @) (5)

A la derecha de cada paso aparece su registro: Hpt. si es la hipetesis, (1) si
se inpere de (1), Def. si vale por debnican, (4)(5) si se inbere de los pasos (4)

y (5).
La inferencia del paso (1) al (2) se debe a que es una parte de la hipatesis.
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La inferencia de (2) a (3) es valida porgue (3) es la traduccien anakdtica de
(2).

La inferencia de (3) a (4) es valida porque es una tautologda descendente
de lo general a lo particular: lo que (3) dice de una persona Bauantibcador
universal implkdcitob, (4) lo dice de Pedro.

La inferencia de (5) se sigue de (1) como parte de la hipstesis.

La inferencia de (6) se sigue de (4) y (5) por Modus ponens.

Ejemplo 4. Alex dice que Beto es mitemano. Beto dice que Carlos es
mitemano. Carlos dice que Alex es mitemano.

Prueba que si Alex es mitemano, entonces Beto es normal.
Demostracien directa:

1. Alex es mitamano. Hpt.
2. Alex dice que Beto es mitamano. Dato
3. Beto no es mitemano. D)(2)
4. Carlos dice que Alex es mitemano. Dato
5. Carlos no es mitemano. (1)(4)
6. Beto dice que Carlos es mitemano. Dato
7. Beto no es veraz. (5)(6)
8. Beto es normal. 3) ()

Ejemplo 5. Alex dice que Beto es mitemano. Beto dice que Carlos es
mitemano. Carlos dice que Alex es mitemano.

Prueba que si Alex es veraz entonces Carlos es normal.
Demostracien directa:

1. Alex es veraz. Hpt.
2. Alex dice que Beto es mitamano. Dato
3. Beto es mitemano. D(?2)
4. Beto dice que Carlos es mitemano. Dato
5. Carlos no es mitemano. 3)(4)
6. Carlos dice que Alex es mitamano. Dato
7. Alex no es mitemano. ()
8. Carlos no es veraz. ©6)(7)

9. Carlos es normal. (5)(8)
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Observe que en ambas demostraciones, para aprovechar la hipetesis, se
escribe como segundo paso lo que dice Alex, y se prosigue en la forma ya
conocida. Una vez agotado este recurso, volvemos a aprovechar la hipetesis,
escribiendo ahora lo que se dice de Alex.

Ejemplo 6. Ernesto es cretense. Ernesto dice que todo cretense es mite-
mano. Demostrar que no todo cretense es mitemano.
Demostracien indirecta:

1. Todo cretense es mita@mano. A

2. Siuna persona es cretence, entonces dicha persona es miteamano. (1)

3. Si Ernesto es cretense entonces Ernesto es mitemano. (2)
4. Ernesto es cretense. Dato
5. Ernesto es mitemano. 3)(4)
6. Ernesto dice que todo cretense es mitemano. Dato
7. No todo cretense es mitemano. (5)(6)

Contradiccien: (1) y (7)

Ejemplo 7. Para demostrar directamente la premisa del ejemplo anterior,
procedemos por casos.
Caso 1: Si Ernesto es mitemano, entonces no todo cretense es mitgmano.

1. Ernesto es mitemano. Hpt.
2. Ernesto dice que todo cretense es mitemano. Dato
3. No todo cretense es mitemano. D)(?2)

Caso 2: Si Ernesto no es mitemano entonces no todo cretense es mitemano.

1. Ernesto no es mitemano. Hpt.
2. Ernesto es cretense. Dato
3. Ernesto es cretense y Ernesto no es mitamano. 1D)(2)
4. Existe una persona gue es cretense y no es mitamano. 3)
5. Alg«n cretense no es mikmano. 4)

6. No todo cretense es mitemano. (5)
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1.1. 6. Razonesy proporciones

El hecho de que Pedro lea 400 palabras por minuto no nos dice mucho; sin
embargo, al compararlo con un lector promedio, quien lee 250 palabras por
minuto, podemos pensar que Pedro lee considerablemente mas rapido que el
promedio. Nos gustara conocer g& tanto mas rapido lee Pedro respecto al
lector promedio; para ello calculamos el cociente de los promedios 428 = & =
1.6. Lo cual nos dice que Pedro lee 8 palabras cuando el lector promedio lee
5 palabras, o bien que Pedro lee 1.6 veces mas rapido que el lector promedio.
Mientras que si Juan lee 200 palabras por minuto, entonces Juan lee mas
lento que el lector promedio, siendo 3% = 1 = 0.8 veces mas lento que el
lector promedio.

En el ejemplo anterior estamos comparando dos n«meros por nedio de un
cociente o razen, as« pues, unaazen es una comparacien de dos cantidades
del mismo tipo.

Como las razones son fracciones, podemos aplicar a las razones todas las
operaciones conocidas de fracciones, como lo hicimos antes con la simplib-
cacien. Sin embargo, la diferencia consiste en la interpretacien que estamos
dando; a saber que una fraccien es una cantidad (el valor del cociente), mien-
tras que una razen es la comparacien de dos cantidades.

Una proporci & es una ecuacien en la cual los dos lados de la igualdad
son razones, es decir, que tenemos dos maneras de escribir la misma razen.
Selo estamos comparando a distinta escala (o proporcien). En nuestro primer
ejemplo, las razones 50 Y s 8 representan lo mismo (que tan rapido lee Pedro
respecto al lector promed|o). En este caso la segunda fraccien es mas simple
de entender. Ademas, es de suma importancia el considerar proporciones,
pues si conocemos tres cantidades de una proporcien, entonces podemos
conocer la cuarta haciendo un despeje, lo cual se conoce como regla de tres.

En una proporcien 2 = £, los namerosa y d se llaman extremos y los
nymerosby c se llaman medios de la proporcien.

Las proporciones aparecen a menudo en geometr®a, por ejemfp si dos
triangulos ABC y DEF son semejantes, digamos con lados proporcionales
AB =4 con DE =8 y AC = 3 con el lado desconocido DF = x; la relacien
de proporcionalidad es % = % de donde despejamos para obtener x = 6.

Cuando los medios de una proporcien coinciden, digamos que valen m, es
decir b= ¢ = m, diremos que m es la media proporcional entre los extremos
de la proporcien. En este ¢aso la proporcien queda como 2 = &, de donde

despejando tenemos m = ad.

Ejemplo 8. Si Pablo lee 1.8 veces mas rapido que un lector promedio,
Acuantas palabras lee Pablo en un minuto?

Para resolver el problema, le llamaremos x a la cantidad desconocida de
palabras que lee Pablo por minuto. La razen 1.8 debe coincidir con la razen
de palabras por minuto que lee Pablo respecto al lector promedio: 55, por lo
que de la ecuacien 1.8 = 5% despejamos x para obtener x = 450, es decir
que Pablo lee 450 palabras por minuto.
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1.1. 7. Porcentajes

La palabra porciento viene del latdn, originalmente desdto como Opor cada
cienO. Un porcentaje describe la cantidad existente de cadal00, es decir nos
da un valor relativo, por ejemplo el 25%de los adultos toma caf& con leche,
no nos dice el n«amero de personas adultas que toman caf con leche, si no
que nos da una idea de que parte del total de adultos toman cafe con leche.
Los porcentajes se utilizan para calcular tus impuestos, intereses, art@culos en
oferta, incrementos en salarios y propinas, entre otros.

Puesto que porcentaje signibca cantidad de cada cien, un porcentaje se
puede ver como una divisien entre cien, por ejemplo 25 %de x es % = % de

X, es decir, 0.25x. As®, tanto}Tx como 0.25x representan el 25 %de x.

Ejemplo 9. En 2018una automotriz vendie el 30 %mas de coches que los
que vendi& en 2017 ACual es la menor cantidad de coches que pudo haber
vendido la automotriz en 2018si al menos vendie 1000?

Vamos a denotar por x el n«gmero de coches vendidos por la automotriz
en 2018y por y el ngmero de coches vendidos en2017. Como se vendi el
30%mas en 2018que en 2017, se tiene que x es y mas el 30 %de y, es decir,
X =1.3y,conx # 100Q La relacien la podemos escribir tambien en fracciones
como x = %y, de donde el entero x mas pequero posible ocurre cuando y es
un entero lo mas pequero posible que sea maltiplo de 10, nos aproximamos
como en la siguiente tabla.

y | 1000| 800 | 790 | 780 | 770 | 760
X | 1300 | 1040 | 1027 | 1014 | 1001 | 988

As®, el menor n«amero posible de coches vendidos por la autmotriz es 1001

Cuando ahorramos en un banco, el interes que ganamos en un periodo,
digamos anual, generalmente es un interes compuesto, donde los intereses
obtenidos en cada periodo (que pueden ser dd¥as, meses, &o0s, etcetera) se
suman al capital inicial para generar nuevos intereses. Por ejemplo, si depo-
sitamos $1000a un 3 % de intereses anuales, al cabo del primer aro el banco
nos dara $1000mas el 3% de $1000que es $30, es decir, recibimos $1030Q
Si dejamos en el banco el ahorro y los intereses ganados, al segundo aro
tendremos $1030mas el 3 % de intereses de esos $103Q es decir, $30.90 ma&s.
En total, al cabo de dos aros tendremos $106090. ACuanto recibiremos a los
diez aros? Antes de contestar la pregunta consideraremos la situacien en
general.

Si X es la cantidad inicial que invertimos a una tasa del r %, entonces en
el primer aro tendremos: X + Xr % = X (1 + 155)-

Ahora aplicamos la fermula anterior para el segundo aro, con capital inicial
X (1+ 155)- En el segundo aro tendremos: X (1+ 1f55)(1+ 155) = X (1+ 155)2.

Alos k aros tendremos: Cy = X (1+ 1;#0)". Regresamos a nuestro ejemplo
anterior para ver que a los diez aros recibiremos 1000(1 + %)10 =$1343.92.

La fermula que encontramos para calcular la cantidad de dinero que ten-
dremos a los k arnos (o periodos que se esten considerando) tiene cuatro
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parametros, por lo que si conocemos tres de ellos, podemos determinar el
cuarto.

Ejemplo 10. Laura desea invertir su aguinaldo de $28000para que al cabo
de 5 aros tenga $40000 AA quetaza de interes semestral m@nima debe hacer
dicha inversien?

Primeramente notamos que el periodo es semestral y que en 5 aros hay
10 semestres, por lo que k = 10. En la fermula Cx = X (1 + 1%)" se tienen
los siguientes parametros conocidos del problema: k = 10, X = $28000y
C1o = $40000 As®, basta despejar de la ecuacien 40000 = 28000(1 +555)*°,
de donde r = 3.6 aproximadamente, es decir, que Laura debe invertir su
dinero por lo menos al 3.7 % de interes semestral.

1. 1. 8. Progresiones aritm eticas y geom etricas

Una sucesi @n es un conjunto de n«meros ordenados. Cada uno de los n«me-
ros en la sucesien se llama termino . Por ejemplo, podemos considerar la su-
cesien de nymeros positivos pares{2,4,6,8,...} o la sucesien de aros en
que ha habido elecciones presidenciales en Mexico:

{1946 1952 9158 1964 1970 1976 1982 1988 1994 200Q 2006 2012 201§ .

En el primer ejemplo, la sucesien es inbnita y en el segundo la sucesin es
Pnita. Cuando una sucesin tiene muchos terminos, es importante tener una
fermula que los describa. Para el caso de los n«meros pares palemos escribir
cada termino como 2n, siendo n un n¥mero entero positivo. Para el caso de
las elecciones presidenciales, podemos escribir cada termino como 1940+6n,
donde n recorre los enteros positivos del 1 al 13.

La suma de los terminos de una sucesien se llama serie . En los siguientes
parrafos estudiaremos unos tipos especiales de sucesiones y series.

Una progresi en aritm etica es una sucesien de n«meros tal que dos
terminos consecutivos siempre dibPeren por una constante llanada la diferen-
cia de la progresien.

El segundo de nuestros ejemplos de sucesiones, el de aros en que ha
habido elecciones presidenciales, se trata de una progresien aritmetica, dado
gque vamos aumentando 6 aros a cada termino para obtener el siguiente.

Asd, una progre®n aritmetica se puede escribir en la siguiente forma:

a;, a1+ d, a; +2d, a; +3d,...

donde el a; se llama primer t @mino y d es la diferencia constante de dos
terminos consecutivos. Tambien observamos que podemos representar el n
termino de la sucesien como:

a, = a;+(n$ 1)d.

Si queremos calcular la suma s, de los primeros n terminos de una progresien
aritmetica, tenemos:

sh=a+(a;+d)+(a;+2d)+ dadéfa; +(n$ 1)d].



16 Cap<tulo 1. Debniciones y resultados &sicos

Que podemos escribir, en el orden opuesto restando d desde a,, como sigue:
Sh=apn+t(a,$dy+(a, $2d)+ adéfar $ (n$ 1)d].
Para obtener, sumando las dos expresiones:
2sp = na(a; + an),

de donde

Sn %(al + an).
Ejemplo 11. Halla la suma de todos los muiltiplos positivos de 3 que son
menores que 200.

Observamos que la sucesien es aritmetica y se va incrementando de tres
en tres, as® qued = 3 y su primer termino es a; = 3. El wltimo entero muailtiplo
de 3y menor que 200es 198 por lo que a, = 198. Para hallar n, aplicamos la
farmula a, = a; +(n $ 1)d, en nuestro caso es 198 =3 +(n $ 1)3, de donde
n = 66. Finalmente, sustituimos en la fermula para calcular la suma de una
progresien aritmetica para obtener s, = 62—6(3 +198) = 6633.

Observaci an. La suma pedida en el ejemplo anterior se puede obtener
tambien de la fermula de Gauss:

66467

3+6+9+12+ 4a4198=3(1+2+3+4+ a4466)=3 =6633.
Ejemplo 12. En el local de tacos al pastor de la feria de Coatepec se
vendieron 1200 erdenes durante los 16 ddas que dux la feria. Cada d«a se
vendieron 8 erdenes mas que el dda anterior. ACantas erdenes se vendieron
el primer da?

Observemos que se trata de una sucesien de n«meros, deardenes vendi-
das de tacos al pastor, que es aritmetica, pues cada dda aumenta er8 unida-
des. Conn =16, d =8 y el primer termino a; se tendr las relaciones:

a;s = a4 +15488 = a; +120,

16
1200 = 546 = ?(al + 815) = 8( a,+ a; + 120) = 8(2 a; + 120),

de donde
a; = 15.

As®, el primer dda se vendieralb erdenes.

Una progresi @ geom gtrica es una sucesien de n«meros tal que el co-
ciente de un termino entre el anterior es una constante llamada razen de la
progresien.

Por ejemplo, la sucesien {1,2,4,8,16,...} es una progresien geomedtrica
con razen igual a 2.

Asd, una progre®n geometrica se puede describir en la siguiente forma:

ai, alér, alérz, alér3,...
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donde el a; se llama primer t @mino y r es la razen.
Tambien observamos que podemos representar el n termino de la suce-

sien como:

a, = a a™ L.

Si queremos calcular la suma s, de los terminos de una progresien geometri-
ca, tenemos:

Sy artaar+aarl+aard+ daha a .
Multiplicamos ambos lados de la igualdad por r para obtener
ras, = ajar+a ar’+a ar’+a a*+ adada a"

Si restamos la primera igualdad de la segunda llegamos a

Sh$ras,=a$a a"

Es decir,
sn(A$r)=a;$ a; &
de donde,
_a(1%r")
T 1sr

Ejemplo 13. Un recipiente contiene 36 litros de alcohol puro. Se sacan 6
litros y se reemplazan con agua. Si esta operacien se efect«ab veces, calcular
la cantidad de alcohol puro que queda en el recipiente.

En el primer paso, al sustiruir 6 litros de alcohol por agua, selo nos que-
daran 30 litros de alcohol de los 36 litros de la nueva mezcla, es decir que la
cantidad de alcohol puro en el 